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RESUMO

Este trabalho prop6e uma forma de resolugéo para o problema de alocacgéo de professores e disciplinas no curso
de Licenciatura em Matematica no Instituto de Engenharia do Araguaia da Unifesspa. O problema consiste em
alocar 23 disciplinas que serdo ofertadas em 5 turmas no periodo 2020.2 para um determinado nimero de
docentes disponiveis no instituto. Objetivando a resolucéo do problema, utiliza-se um algoritmo denominado
Método Hangaro que consiste em operagdes realizadas sobre uma matriz-custo com correspondéncia Unica até
que seja admissivel uma alocagéo 6tima.
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ABSTRACT

This paper proposes a way of solving the problem of teacher and subject allocation in the Mathematics Degree
course at the Unifesspa Institute of Engineering of Araguaia. The problem is to allocate 23 subjects that will be
offered in 5 classes in the period 2020.2 to a certain number of available teachers in the institute. In order to solve
the problem, we use an algorithm called Hungarian Method, which consists of operations performed ona single-
matched cost matrix until optimal allocation is permissible.
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1. INTRODUCAO

Uma das formas de trabalhar com o problema de alocacéo de tarefas é utilizando um método de oti- mizacgéo
discreto sobre a matriz C para problemas de alocacédo chamado de Método Hingaro. Esse nome teve origem em
1955 devido a H. W. Kuhn, pesquisador na &rea de programacdo linear, que em um de seus traba- lhos, fez
homenagem aos descobridores do algoritmo em 1931: os hingaros E. Egervary e D. Kénig, sendo que este tltimo
demonstrou um teorema combinatério em 1916 que serviu de base para o algoritmo (Teorema de Koénig).

O Método Hangaro pode ser aplicado em diversos problemas préaticos de alocacéao de tarefas desde que seja
construida, de forma conveniente, a matriz-custo C com as informagdes de que dispomos do problema. Além
disso o algoritmo pode ser implementado computacionalmente, quando o volume de informacGes do problema
for muito grande, (RODRIGUES; VIEIRA; AGUSTINI, 2005).

Neste trabalho é realizada uma aplicacdo do problema de alocacédo de tarefas usando o Método Hun- garo.
O problema estudado consiste na designacdo de disciplinas para os professores do Curso de Licenciatura em
Matematica do Instituto de Engenharia do Araguaia (IEA) da Universidade Federal do Sul e Sudeste do Para
(Unifesspa) .

Essa designacdo leva em consideracao alguns fatores como concurso do corpo docente, horérios e dias da
semana. O curso de Licenciatura em Matematica é o curso mais antigo do instituto e atualmente é o curso com
maior gquantidade de turmas, sendo que no préximo periodo regular 2020.2 0 mesmo tera 1 turma no periodo
matutino e 4 turmas no periodo noturno.

De acordo com as grades curriculares do PPC do curso publicado no site do instituto (UNIVERSI- DADE.
.., 2016), serdo ofertadas 23 disciplinas para as turmas no préximo periodo regular denominado 2020.2, além de
dois Trabalhos de Concluséo de Curso ( TCC ) I e Il. Desta forma a coordenagdo do curso buscard a melhor
forma de alocar 23 disciplinas a um determinado nimero de docentes disponiveis no instituto.

Diante dessa situacdo, o presente trabalho propde um meio matematico de alocar essas disciplinas aos
professores da melhor forma possivel através da matematica aplicada, utilizando especificamente conhecimen-
tos da pesquisa operacional.

1. OBJETIVO
Alocar disciplinas aos professores do Curso de Licenciatura em Matematica utilizando o Método Hun- garo, este
método apresenta a melhor forma de alocagdo de tarefas que em pesquisa operacional chamamos de 6timo.

2. METODO

Um problema bésico dentro da pesquisa operacional consiste em alocar tarefas para determinadas ins- talagdes
de forma otimizada. Um exemplo pode ser encontrado no problema de distribui¢do de funcionarios e funcGes
em determinada empresa, onde pode-se alocar de forma otimizada cada funcionario a um funcéo.

O problema de alocacédo de tarefas requer que o nimero de tarefas e instalagdes sejam iguais. Em forma
matricial, isto implica a constru¢do de uma matriz de custos de tamanho n n, qu simplesmente de ordem n. Desta
forma havera n! maneiras de alocar tarefas as instalacdes devido ao fato de que ha n maneiras de alocar a primeira
tarefa, n — 1 maneiras de alocar a segunda tarefa, n — 2 maneiras de alocar a terceira tarefa e assim por diante,
até que encontremos 1 maneira de alocar a ultima tarefa. Dessa forma teremosn-(n—1)-(n—2)- (n—=3)-...
3-2-1=n!formas de alocacdo, sendo uma dentre elas a forma 6tima de alocacéo.

Existem outras maneiras de resolver um problema de alocacdo como afirma (SOARES, 2011),
ForaBruta, BranchandBound, Heursticas, SimulatedAnnealing, porém utilizaremos um algoritmo chamado
Método Hungaro descrito em (ANTON; RORRES, 2001).

O método hlngaro necessita que o programador tenha apenas um bom conhecimento matricial para
interpretar o problema e aplicar os passos que o algoritmo prop6e para encontrar o 6timo. Dessa forma torna-se
facil realizar manualmente opera¢des com matrizes de ordens superiores a 3. Apresentamos a seguir 0s passo
sintetizados no seguinte algoritmo:



Algoritmo 1: Algoritmo do método HUNngaro

Entrada: Matriz de custos: C = (c;,j) de ordem n.
Saida: Matriz de alocagdo 6tima O = (0ij) de ordem n.
1 inicio
2 Subtrair a menor entrada de cada linha de C de todas as entradas da mesmalinha;
3 Subtrair a menor entrada de cada coluna deC de todas as entradas da mesma coluna;
4 Riscar um trago ao longo de linhas e colunas de tal modo gue todas as entradas zero da matriz
sejam riscadas e utilizando um niimero minimo de tragcos m;
5 se m=n entao

6 A matriz resultante é de alocacéo 6tima O;

7 Sair

8 enquanto m < n faca

9 Determinar a menor entrada k ndo riscada por nenhum traco;
10 Subtrair k de todas as entradas nao riscadas;
11 Somar k a todas as entradas riscadas tanto horizontal quanto verticalmente;
12 Retornar a linha 4.

Pode-se entender melhor o método aplicando o algoritmo no seguinte problema extraido de (ANTON;
RORRES, 2001). Uma faculdade pretende realizar a instalagdo de aparelhos de ar-condicionado em seus trés
prédios durante a semana que estard em recesso e recorre a trés empresas para realizar um orcamento para cada
predio.

Tabela 1 — Tabela contendo propostas de orcamentos (em unidades de 1000 reais) feitas por cada Empresa

Prédio | Prédio Il Prédio 111
Empresa | 53 96 37
Empresa Il 47 87 41
Empresa Il 60 92 36

Fonte: Elaboracéo prépria baseando-se em (ANTON; RORRES, 2001)

Para resolver o problema acima, é considerada uma matriz de custos de alocacao de empresa e o0 prédio,
considerando os dados da Tabela 1. Sobre essa matriz aplicam-se 0s passos das linhas 2 e 3 do método hingaro,

resultando na matriz M:
10 13 O
M = ( 0 0 0)
18 10 0

O numero minimo de tracos requisitados na matriz M pelo passo da linha 4 do algoritmo é igual a dois e,
estdo dispostos sobre a linha 2 e sobre a coluna 3 de M. Dessa forma a matriz ainda ndo possui solucao étima, pois
ndo satisfaz a condicéo de otimalidade do passo da linha 5. Portanto seguiremos para o passo da linha 9. A menor
entrada ndo riscada € 10, usando este valor para os passos das linhas 10 e 11, obtemos a seguinte matriz:

0 3 0
M={0 0 10
8 0 O

O numero minimo de tragos sobre a matriz € igual a 3, logo satisfaz a condigdo de otimalidade requerida
pelo método na linha 5 do algoritmo, isto é, M é a matriz de alocacgéo 6tima O, encerrando assim a utilizagéo do
algoritmo de acordo com a linha 7 do mesmo. Para entendermos a alocagdo 6tima da matriz devemos considerar
as seguintes definicdes:

Definicdo 1. Dada uma matriz-custo C de ordem n, uma alocagéo de tarefas € um conjunto de n entradas
da matriz tais que ndo ha duas da mesma linha ou coluna.



Defini¢do 2. A soma das n entradas de uma alocacdo é chamada o custo da alocacdo. Uma alocagdo com
0 menor custo possivel é denominada uma alocagédo 6tima.

Baseado nas duas definigBes anteriores, encontra-se as seguintes aloca¢des 6timas:

oo ) el )

Cada entrada zero das matrizes O, e O, correspondem a um custo na matriz original disposta na Tabela
1. Desta forma temos que a soma total das propostas de O: e O serdo igual a R$176.000, 00. Assim,
fica a critério da faculdade escolher uma das duas propostas de instalacdo de ar, étimas.

0, 02
Empresa | para o Prédio | Empresa | para o Prédio Ill
Empresa Il para o prédio 1l Empresa Il para o prédio |
Empresa 1l para o prédio 11 Empresa I1l para o prédio I

3.1. APLICACAO DO METODO HUNGARO

Para aplicar o algoritmo do método hingaro no problema de alocacdo de professores (P) e disciplinas (D) do
Curso de Matematica do IEA, considere que o coordenador do curso de Matematica fica a cargo de contatar cada
professor do corpo docente do instituto para saber seu interesse em cada disciplina para entdo formular uma tabela
(matriz-susto). Para isso ele determina que cada professor deve escolher 5 disciplinas das 23 disponiveis,
atribuindo niveis de interesse a elas da seguinte forma:

0: Escolheu a disciplina como primeira op¢ao;

10: Escolheu a disciplina como segunda op¢ao;

20: Escolheu a disciplina como terceira opcao;

30: Escolheu a disciplina como quartaop¢éo;

40: Escolheu a disciplina como quintaop¢éo;

+ 50: Ndo tem interesse na disciplina.

O proximo passo seréd usar as respostas dos mesmos para obter a matriz-tabela de custos. Suponha por
exemplo que as respostas dos professores foram como descritas na seguinte tabela:

Tabela 2 — Tabela contendo as respostas dos professores de acordo ao seu nivel de interesse
0 10 20 30 40
RESPOSTA DO PROFESSOR 1 D1 D9 D14 | D15 | D22
RESPOSTA DO PROFESSOR 2 D2 D11 D8 D4 | D16
RESPOSTA DO PROFESSOR 3 D3 D12 D18 | D13 | D17
RESPOSTA DO PROFESSOR 4 D6 D17 D21 | D2 D4
RESPOSTA DO PROFESSOR 5 D13 D7 D12 | D18 | D3
RESPOSTA DO PROFESSOR 6 D23 D15 D5 D9 | D14
RESPOSTA DO PROFESSOR 7 D18 D12 D3 | D21 | D17
RESPOSTA DO PROFESSOR 8 D23 D22 D15 | D10 | D9

Fonte: Elaboragdo propria

Ao final cada professor deve ser alocado a 3 disciplinas e para que o méetodo funcione dividimos cada
professor em trés, pois no Método Hlngaro necessario uma correspondéncia Unica entre professores e disci-
plinas, em outras palavras, o nimero de docentes devera ser multiplicado por 3 totalizando 24 docentes. Além
disso, devemos incluir uma disciplina ficticia (DF) para que a matriz-custo seja quadrada, visto que apenas



contamos com 23 disciplinas para serem ministradas no proximo periodo regular de aulas. Sendo assim o pro-
fessor que ficar com a DF serd o professor que ficara com uma disciplina a menos. Diante dessas informagdes
obtemos a seguinte tabela:

D8| D9 |D10| D11 D14| D15

o
—-
0

D19

D1|D2|D3|D4(D5|D6|D7 D12|D13 D16| D17 D20|D21|D22| D23| DF
P1.1| 0 |50]|50|50|50(50{50|50| 10| 50 | 50 | 50 | 50| 20 | 30 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 40 | 50 | 50
pP1.2| 0 |50|50|50(50|50|50{50| 10 | 50 | 50 [ 50 | 50 | 20 | 30 | 50 | 50 | 50 [ 50 | 50 | 50 | 40 | 50 | 50
P1.3| 0 |50|50|50|50(50{50|50| 10 | 50 | 50 | 50 | 50 | 20 | 30 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 40 | 50 | 50
P2.1|50| 0 |50|30(50|50|50/20| 50 | 50| 10 [ 50| 50| 50| 50| 40| 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P2.2|50| 0 |50|30(50|50|50{20| 50 | 50| 10 [ 50 | 50 | 50| 50 | 40 | 50 | 50 [ 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P2.3{50| 0 |50|30|50(50{50|20| 50 | 50| 10| 50 | 50 | 50 | 50 | 40 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P3.1|50|50| 0 |50(50|50|50{50| 50| 50| 50| 10| 30| 50|50|50|40)| 20| 50| 50| 50| 50| 50 | 50
P3.2|50|50| 0 |50(50|50|50{50| 50 | 50 | 50| 10| 30| 50| 50 | 50| 40| 20 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P3.3/50|50| 0 |50|50(50{50|50| 50| 50 | 50| 10| 30| 50 | 50 | 50 | 40| 20 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P4.1|50|30|50|40|50( 0 |50{50| 50 | 50| 50 | 50 | 50 | 50 [ 50 | 50 | 10 | 50 | 50 | 50 | 20 [ 50 | 50 | 50
P4.2|50|30|50|40(50| 0 |50{50| 50 | 50 | 50 [ 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 10 | 50 [ 50 | 50 | 20 | 50 | 50 | 50
P4.3|50|30|50|40|50| 0 [50|50| 50 | 50 | 50| 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 10 | 50 | 50 | 50 | 20 | 50 | 50 | 50
P5.1|50|50|40|50(50|50|10|{50| 50 | 50| 50 [ 20| 0 | 50| 50 | 50 | 50 | 30 [ 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P5.2|50|50|40|50(50|50|10|{50| 50 | 50 | 50 [ 20| 0 | 50| 50| 50| 50| 30| 50| 50| 50 | 50 | 50 | 50
P5.3|50|50]|40|50|50(50{10|50| 50 | 50| 50| 20| 0 | 50| 50| 50| 50| 30| 50| 50 | 50 | 50 | 50 | 50
P6.1| 50| 50| 50| 50(20|50|50{50| 30 | 50| 50 [ 50| 50| 40| 10| 50| 50| 50| 50| 50|50|50| 0 |50
P6.2|50|50|50(50{20|50|50|50| 30| 50 | 50 | 50 | 50 | 40 | 10 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | O |50
P6.3| 50| 50| 50| 50| 20(50{50|50]| 30| 50| 50 | 50 | 50 | 40| 10| 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 0 |50
P7.1|50|50|20|50(50|50|50{50| 50 | 50 | 50 [ 10 | 50 | 50 | 50 | 50 | 40| 0 [ 50 | 50 | 30 | 50 | 50 | 50
P7.2|50|50| 20| 50{50|50|50|50| 50 | 50 | 50 | 10 | 50 | 50 | 50 | 50 | 40| O | 50 | 50 | 30 | 50 | 50 | 50
P7.3(50|50)20|50|50(50{50|50| 50 | 50 | 50| 10 | 50 | 50 | 50 | 50 | 40| O | 50 | 50 | 30 | 50 | 50 | 50
P8.1|50|50|50|50(50|50|50{50| 40 | 30 | 50 [ 50| 50 | 50| 20 | 50 | 50 | 50 [ 50 | 50 [ 50| 10| 0 |50
P8.2| 50| 50| 50| 50(50|50|50{50| 40 | 30| 50| 50| 50| 50| 20|50 |50|50(50|50([50] 10| O |50
P8.3|50|50|50|50(50|50|50{50| 40 | 30 | 50 [ 50| 50| 50| 20 | 50| 50 | 50 [ 50 | 50 | 50| 10| 0 |50

Figura 1 — Matriz inicial
Fonte: Elaboracéo propria

Note que cada linha da tabela anterior possui zeros, logo ndo ha necessidade de aplicar o passo da linha 2 do
algoritmo. Porém, existem colunas que ndo possuem zeros, logo deve ser realizado o passo da linha 3 do algoritmo.
Logo apds, aplica-se entdo o passo da linha 4 do algoritmo, isto é, busca-se maneiras de tracar linhas e colunas de
forma que todas as entradas nulas sejam riscadas com o menor nimero possivel de tragos.

Figura 2 — Matriz com 22 tragos
Fonte: Elaboragdo propria



No desenvolvimento, verifica-se que o nimero de tragos € igual a 22 (figura 2), portanto a matriz ainda ndo
possui a condicdo de otimalidade segundo a linha 5, pois m = 22 = n = 24, Assim, é necessario que se continue
aplicando o algoritmo a partir da linha 9, onde serdo realizadas as operac¢des descritas e tragados novos tragos para
cobrir as entradas zeros.
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Figura 3 — Matriz com 23 tragos
Fonte: Elaboragao prépria

Podemos perceber que na tabela acima verifica-se a desigualdade m = n, poism = 23en = 24 como
mostra a figura3.  E necessario retornar para a linha 9 realizando novamente as operacdes sobre a matriz com
23 tragos. Essa iteracdo resultara em uma matriz que satisfaz a condicdo da linha 5, pois é necessario que o
numero de tragos seja igual ao numero de linhas da matriz. Desta forma pode-se encerrar o uso do algoritmo, ja
que a matriz (figura 4) admite uma alocagéo otima.
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Figura 4 — Matriz com 24 tragos
Fonte: Elaboragao propria



4, RESULTADOS E DISCUSSOES

Utilizando as defini¢des 1 e 2 pode se obter a alocagdo 6tima da matriz-custo original. Resta encontrar a
alocacdo 6tima utilizando a matriz-custo disposta na figura 5 para entéo realizar a correspodencia entre a matriz
com a alocacdo 6tima (figura 5) e a matriz-custo original (figural).

D1|D2|D3|D4(D5(D6|D7|D8|D9(D10|D11|D12|D13|D14| D15|D16|D17|D18|D19|D20(D21|D22| D23|DF
P1.1|@| 40| 60| 10{40|50|50(20|/ 0| 30| 30| 50| 60| 0 | 30| 10|40 |60| 10| 10|30 40| 60|10
P1.2| 0 |40|60(10|40|50|50| 2080 30 | 30 | 50| 60| O | 30| 10| 40| 60| 10| 10| 30 | 40| 60 | 10
P1.3| 0 |40| 60|10 50(50|20| 0| 30|30|50| 60 |"@ 30| 10| 40| 60| 10| 10| 30| 40| 60|10
p2.1| 60|00 70| 0 |50|60(60| 0|50 40| 0 | 60| 70| 40| 60| 10| 50| 70| 20| 20| 40| 60| 70 |20
P2.2|60| 0 |70| 0 |50|60|60| O (50| 40 |NO™| 60 | 70 | 40 | 60| 10| 50| 70| 20 | 20| 40 | 60 | 70 | 20
P2.3|60| 0 |70| O |50|60|60|70N 50 40| O | 60| 70 | 40 [ 60 [ 10| 50| 70| 20 | 20 | 40 [ 60 | 70 | 20
p3.1| 40| 3080} o |30]|40[40]|10|30{ 20| 20| 0 |[30[ 20| 40| 0 [20| 20| 0| 0 [20]|40]|50( 0
P3.2|40|30| 0| 0|30|40|40(10|30| 20| 20| @ | 30| 20| 40| 0 |20( 20| 0 [ O | 20| 40| 50| 0O
P3.3|/40|30| 0| 0|30|40|40|10|30| 20| 20| 0 | 30| 20|40 |/@ | 20| 20| 0 [ O |20|40|50]| 0
P4.1|50|20| 60| O | 40808 50| 10(40| 30 | 30 | 50| 60| 30| 50| 10| O | 60| 10| 10| O | 50| 60 |10
P4.2|50|20|60| 0 |40| 0 |50|10|40| 30 (30| 50| 60|30 (50| 10| @ 60| 10| 10| 0 | 50| 60 |10
P4.3|50|20|60| 0 |40| 0 |50|10(40| 30| 30| 50| 60| 30| 50| 10| O | 60| 10 | 10 [BON| 50 | 60 | 10
P5.1|40|30|40| 0 |30|40|80% 10(30| 20| 20| 10| 0 | 20| 40| 0 | 30|30 O | O | 20| 40| 50| O
P5.2|40|30|40| 0|30|40| 0|10(30] 20| 20| 10 |50 20| 40| 0 | 30| 30| O | O | 20| 40| 50| O
P5.3(40|30|40| 0 (30(40| 0|10|30( 20| 20| 10| O | 20| 40| O | 30| 30 |8@%| O [ 20| 40| 50| O
P6.1|40| 30|50 o |07 40|40|10|10| 20| 20| 40| 50| 10| 0| 0 |30|(50|[ 0| 0|20|40]| 0|0
P6.2|40|30|50| 0| 0 |40|40|10|10( 20| 20| 40| 50| 10 [W@"| 0 |30|50| 0 | 0 |20|40| 0 |0
P6.3|40|30(50| 0| 0 |40|40(10|10| 20| 20| 40| 50| 10| O | O (30| 50| O |[NON| 20| 40| O | O
P7.1|40| 30| 20|70 30{40|40(10|30| 20| 20| 0 | 50| 20| 40| 0 (20| O | O | O | O |40 | 50| O
P7.2|40|30|20| 0 |30|40|40|10|30|/ 20| 20| O [ 50| 20| 40| O |20 |00 O | O | O | 40| 50| O
P7.3|40|30|20| 0 |30|40|40|10(30| 20| 20| O | 50| 20| 40| O | 20| © | O | O | O | 40| 50 [N
P8.1|40|30|50| 0 [30]|40|40{10|20|" @ 20 | 40| 50| 20| 10| 0 [30|(S50| 0[O0 |20| 0| O | O
P8.2|40|30|50| 0 |30|40|40|10|20| 0 | 20| 40|(50)| 20| 10| 0 (30|50 0| 0o |20 |9@8| 0 | O
P8.3|40|30|50| 0 |30|40|40|10|20| O | 20| 40| 50| 20| 10| O |30 |50 O | O | 20| O |9@| O

Figura 5 — Matriz de alocagéo 6tima.
Fonte: Elaboragdo propria

O método distribuiu univocamente trés disciplinas para cada professor, sendo que DF é a disciplina
ficticia que representa a auséncia de umadisciplina para o professor 7. Observe na matriz acima que o Professor 1
ficou com trés disciplinas, sendo elas D1, D9 e D14 e que o Professor 2 ficou com as disciplinas D2, D11 e D8.
Seguindo tal ordem podemos listar da seguinte forma:

» P1: D1, D9 e D14,
» P2: D2, D11 e D§;
* P3: D3, D12 e D16;
* P4: D6, D17 e D21;
*P5: D7, D13 eD19;
* P6: D5, D15 e D20;
» P7: D4, D18 e DF;

» P8: D10, D22 e D23.

Ficara a critério da coordenacao alocar alguma disciplina ou projeto de ensino, pesquisa ou extensao para
que o professor possa cumprir sua carga horéria.



5. CONSIDERACOES FINAIS

Verifica-se que o objetivo deste trabalho foi alcangado com a utilizagéo do Método Hungaro. O uso do algoritmo
possibilitou encontrar a solugdo 6tima para o problema real de alocacdo levando em consideragdo ademanda
do instituto e satisfacdo de cada professor.

A utilizagdo do Método Hungaro pode se estender para os demais cursos de forma separada ou conjunta,
sendo necessario a implementacdo computacional do método ja que a matriz-custo sera de grande porte. Além
disso, a aplicacdo do Método poderd ser implementada em outras &reas da universidade como por exemplo a
alocacao de salas conforme a demanda do instituto.
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